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 1．序論一一集中統計量の形成に果したインド学派の役割一一
 前編（I）（田口（1988a））において，集中曲面と集中多様体を定義し，その幾何学的解析を通
じて，ベクトル積率を析出した．これは，従来のモメントに対比されるべき統計解析のための
基本量であって，それらの間の簡単な代数的演算によって各種の統計量を与えることができた．
ただ前編では，それらは線形構造をもつ集団に限定して構成されたが，ある種の基本的た非線
形構造をもつ集団に対しても，相対的ベクトル積率を用いて，これに適した非線形集中統計量
を単純た形式によって与えることができる．ここで相対的ベクトル積率とは，前編で述べたベ
クトル積率∠1。，∠11，∠1。；∠。。，∠。1，∠。。；ムッ等に対応するG。。，G11，G1。；G。。，G．1，G。。；
G〃等の総称であるが，その本論に入る前に，こうした従来のモメント法に対立した記述系を
求める試みが，極めて現実的な課題のもとで，既に1960年代以降において徐々に行われていた
ことを知ることはそれたりの意義があり，又，関心を呼ぶものである．
 その現実的課題とは，センサスに基づく家計簿データの解析であり，その中心はエンゲル弾
力性係数の測定に置かれたから，直接非線形構造の記述が目的とされ，その方法が追求された
のである．しかしながら，当時の統計方法論は，本質的に線形構造を対象とする段階に留まっ
ていたから，非線形な弾力性の測定においても，まず観測値を対数変換によって線形化すると
いう点では共通していたのである．勿論，参考文献に示すIyengarの方法論は，直接非線形構
造の特性に基づくものであったが，その場合は対象をジブラ型の所得分布に限定せざるを得た
かったのである．
 さて，第2次大戦後の経済計画設定の一環として，家計簿分析による弾性値の測定に着目し，
その実施に当たり，まず基礎的統計値に対数変換を加えるという共通性を除くと，弾性値の測
定は大別して二つの異なる方向で，異なる国によって行われた．その一つは，かつて我国にお
いても注目され，かつ現在も普及しているWo1d（1953）のr需要分析」に展開されている方式
である．その方式とは，将に対数モメントをもとにした弾力性係数の記述に基づく測定であり，
その理論と実際を結ぶ分析体系は，将に数理統計学に基づく計量経済分析の古典的地位を占め
るものといえる．従って，ここで改めて取り上げるまでもないであろう．
＊本稿の前編（I）け統計数理研究所共同研究（62一共研一90），「パレート・ジー二をめぐる統計的諸問
 題一集団構造の解析方法一」（研究代表者：田口時夫，共同研究員：牧野都治，豊田 敬）の
 一環をたすものであり，本編（II）は，それを引き継ぎ（63一共研一88），「同上（続）」の一環をなす
 ものである．又，その内容は，前編の冒頭に示した口頭発表の他に，1988年度科学研究費総合（A）
 「統計学の数理的基礎と諸分野への応用に関する研究」（研究代表者：広津千尋）に基づくシンポジウ
 ム「数理統計学と計算機の接点に関する研究」（分担者：渋谷政昭，正法地孝雄）において「弾力性
 係数をめぐる疎な理論」として報告された．
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 他方，1960年代に入ると，地理的には勿論全く異なる状況下で，Maha1anobis（1960．1964．
1965）の示す経済発展計画と，その設定の基礎となる統計指標の測定手法をめぐって一群のイ
ンド統計学者の活躍がみられる．すなわち，インド統計協会の有力たメンバーであるJ．Roy，
I．M．Chakrawarti，N．Bhattacharya等がこの課題に取り組んだのであり，その成果はISI
（1958），Bhattachrya（1964）等に示されている．更に，これらの研究方法はKakwani（1980）
等に継承され，現在も活用されている．
 彼らの弾性値の記述と測定方式は，一言にしていうと基本的に（I）の表3の（3）で与えた
一∠11μ1。を，1ogκ，1ogツをもとにして用いたものである．又，この方式を導入する基礎となっ
たMaha1anobisのグラフ（1960）とは，（I）の図3における工1、（κ）曲線に当たるものである．
実際に，Maha1anobisはローレンツ曲線の一般化として集中曲面を得るには至らなかったか
ら，集中統計量の種類も少ないが，曲線の平面的た延長として上記の集中曲線を得たのである．
この方式は，後に著者が集中曲面の特性に基づく解析例としてTaguchi（1981）において法人
統計に適用した方式，及び田口（1984）において家計簿統計によるエンゲル弾性値の初期値算
出に用いた方式と全く同一であるから，本稿の序論としてインド学派の方法に言及することは
欠かすことができたい．
 しかし，ここでは，ベクトル積率統計量の先駆をたす方式が統計解析の，いわば原点ともい
えるエンゲル曲線の表現をめぐって生じたことを指摘することに留めて，先を急がねばならた
い．つまり，既に述べたように，北欧学派及びインド学派の弾力性測定方式は本質的には線形
統計量に基づいているのであるが，本稿の目的は，本来的な非線形統計量を与えることにある
からである．
 それは，第3節において存在が予想され，その形式は第4節において相対的ベクトル積率間
の単純な四則演算をもとにして与えられる．
 2．集団構造の諸規定と性格
 我々はこれまで，しばしば集団構造について云為してきた．ここで改めて，集団構造につい
て若干の考察を加え，新たた規定を設けることにしよう．
 そもそも，統計対象としての集団が（I）の表1，2の類の統計表による表現を必要とし，かつ
可能としていることは，構造統計表の名の通り，現実の社会集団そのものがこの種の構造性を
もつことの表明と受け取ってよいであろう．規模分布のみでシェア分布をもたない統計分布表
が示す集団は，この場合，構造たき集団，又は0次元の集団，あるいは不完全集団といえる．よ
り解析的に表現するたらば，（I）の（2．5）式で与えられたム（κ，ツ）が確定した曲面を形成する
時，統計集団は構造をもっといってよいであろう．
 一般に，（2．5）式のm（κ，♪）がκ，ツについて連続である時，ム（κ，ツ）は滑らかだ曲面どたり，
m（κ，ツ）がm団連続微分可能ならば，それに応じて工（κ，y）はm＋1回連続微分可能とたるか
ら，これらの特性をそのまま解析的集団の属性として構造規定に用いることができる．すたわ
ち，連続た集団構造とかn回微分可能た集団構造等とすることができる．この種の構造の特性
は，集中曲面やベクトル積率の存在そのものに係わるものであり，又，その主要な性格を論じ
る上で基本的た重要性をもつものであるが，こうした基礎的課題については，既にTaguchi
（1972a，1972b，1973），田口（1984）等でがたり検討を加えているので，ここで改めて取り上げ
ることはしたい．ここでは集中曲面やベクトル積率の存在を前提として，集団構造の局所的特
性による内部規定を，いわば補足として与えるに留める．
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 定義1．集中曲面工（κ，ツ）の境界曲線工1（κ）（（I）の図3参照）がσγW空間の同一平面上
にある時，従って，エェ（κ）の任意の点における接触平面及び単位従法線ベクトルわエ（κ）が一定
である時，標識（κ，y）の解析的集団は，κに関して線形構造をもつという．更に，κ，ツの両者
に関して線形構造をもつ時，単に線形構造をもつという．
 m（κ，ツ）が連続である時，ム1（κ）は（I）の（2．10）式の記号を用いるとTaguchi（1972a）に
より
一 一ぺ）一
である．但し，
（2．2） ・1（κ）一∫二・（κ，ツ）め
とする．一方，同論文の解析結果から線形構造が存在するためには，定義1の平面が原点と頂
点（1，1，1）を含むこと及びW軸を含まぬことが要請されるから，λユ，λ。，λ。を定数とした時，
（2．3） ∫1（／1・／・云・峠）・1（／）・1一・
 （2．4）        λ1＋λ。十λ。＝1，   λ。≠O
が成立せねばたらたい．従って，（2．3）式をκについて微分すると，
（2．5）        λ、十λ、⊥十λ、μツーκ＝O
                     μx    μツ
となる．これにより，μツ■κはκについて線形どたり，
 （2．6）                      μツ≡x＝α1＋β1κ
と表現できる．これはツのκに関する回帰が線形であることに他ならない．
 一般に，工、（κ）の単位従法線ベクトルは，田口（1984）における（17）式（p．139）を用いて，
（…） ・1（／）一（㌦千十，ナ）／（κμ㍍午一介，ナ）
で表わされる．従って，逆に，（2．6）式が成立すると，
 （28）     う、（κ）＝（一α、，一β！μ、，μ、μツ）／／而＝61（定数）
となり，工（κ，ツ）はκに関して線形構造をもつことにたる．故に，
 定理1．それぞれがOでない確定した平均値をもつ標識κ及びツにより規定され，連続な規
模分布m（κ，ツ）をもつ解析的集団が，κに関して線形構造をもつための必要，かつ十分た条件
は，ツのκに関する回帰関数が線形となることである．又，この時，工1（κ）の単位従法線ベクト
ルは，（2．8）式で表わされる．ツに関する線形構造は，工。（ツ）をもとにして同様に表現される．
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 さて，定義1の線形構造の規定からすれば，そこに示された条件が満されぬ場合，一般的に，
集団は非線形構造を取るといってよい．しかしながら，線形構造を示す集団の標識κ及びyの
一方，又は双方に，連続的関数変換を施して構成されるようた非線形構造はあまりに形式的で
あり，非線形の実質を与えるものではない．非線形構造を実質的に意味のあるものとするため
に午ま，その内部的特性を用いて具体的に規定すべきであろう．同一平面上にない，一般の空間
曲線の特性を与える解析概念には，曲率，」法線，従法線とその間の関係があり，その観点によ
る工、（κ）の解析は，既に田口（1984）によって行われている．pp．140－145に示されたその結果
に従って，我々は具体的た非線形構造の例を，次の定義によって与えることができる．
 定義2．集中曲面ム（κ，y）の境界曲線ム（κ）上の各点における単位弾力性ベクトノレe。（κ）
（上掲書，定義4．10参照）が一定で，ベクトルe1である時，標識（κ，ツ）の解析的集団は，κに
関して定弾力性構造をもつという．又，他の境界曲線工。（y）が同様の性質を示す時，yに関し
て定弾力性構造をもつという．更に，κ，ツの両者について定弾力性構造をもつ時，単に定弾力
性構造をもつという．
 上掲書によるとム1（κ）の点における単位弾力性ベクトルe、（κ）は，その点における単位接線
ベクトル。1（κ）及び単位従法線ベクトル61（κ）をそれぞれ
                f1（κ）＝（才1。（κ），オユユ（κ），≠1。（κ）），
 （2，9）
                6。（κ）＝（ろ1。（κ），ろ11（κ），ろ、。（κ））
とした時，f1（κ），61（κ）によって形成されるベクトルで，
 （2．10）    e1（κ）≡（e1。（κ），e11（κ），e1。（κ））
              （彦1。（κ）ろ1。（κ），≠。1（κ）ろ1。（κ），ム。（κ）ろ1。（κ））
             1（61。（κ）ろ1。（κ），≠、、（κ）ろ11（κ），広1。（κ）ろ1。（κ））1
によって表現されるベクトノレである．従って，定理4，12（上掲書）に示すように，e1（κ）は均等
線方向の単位ベクトルλに，常に直交するベクトノレである．
 さて，上掲書，（20）式（P．140）によると，e1（κ）は
                  （κμ二Ix一μツ■π，一κμ，一κ，μツ■x） （2．11）       e。（κ）＝                  1（κμ二Ix一μツ■κ，一κμ二一κ，μツーx）1
である．他方，κにおけるyに関する弾力性係数η1（κ）は，ISI（1958）の（14）式（p．79）で明
白に規定されており，我々もよくそれを用いているように，
                    κ  aμツーκ＿a109μツーx （212）        η1（κ）＝   一                   μツ伐  aκ    a1o9κ
で与えられる．従って，e1（κ）は，更に，
（2．13）
引（／）一（@十）
と表わされることになり，従って，次の定理が成立する．
定理2．集中曲面工（κ，ツ）の境界曲線工1（κ）上で2階微分可能な標識（κ，y）をもつ解析集
団が定弾力性構造をもつための必要，かつ十分た条件はκ＞0であり，かつyのκに関する回帰
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曲線μルが存在し，γ，ηを定数として，
 （2，14）         μル＝μη γ≠0，κ＞0
と表現されることである．
 以上において工、（κ）の2階微分可能条件が要請されることは（2．7）式により明らかである．
工。（ツ）を基準にして同様の結果が与えられることも，又，明らかである．
 定弾力性構造をもたない集団は，一般に，変動弾力性構造をもつといえるが，それは（2．14）式
を満さたい構造を意味する．
 さて，e。（κ）の性格を，更に明確にするために，次の補足を加えることにする．
 1．二つのベクトルα＝（α1，α・，α・），6＝（ろ1，ろ・，ろ・）に関する中間積を，記号・を用いて，
次の双一次条件を満す演算
 （2．15）         α・ろ＝（α。ろ1，α。ろ。，α。ろ。）
によって定義すると，e。（κ）は
                      C1（κトう1（κ） （2．16）          eユ（κ）二                     け。（κジう工（κ）1
によって表現される．
 2．e（κ）はその起点を原点に取ると，均等線に直交する弾力性平面（田口（1984），図4．9，
4．10（P．143）参照）上のベクトルとなるが，その平面上で直交する定ベクトル
（2．17）
μ一i一士ナ・）
1＋★一十’）
に関して
（2．18） ・1（／）一Q★［／一・1（／）・l／μ州
と表現される．
 これによりe1（κ）は，μを基準として左廻りにツに向うこの角度θと，（0，π）の範囲内で一
意単調に対応することにたる（上掲書，定理4．14（p．142）参照）．
 これまでに述べた集団の内部構造は，集中曲面の境界曲線の特性によって規定されたが，そ
れは，又，回帰曲線のパターンを特定するものでもあった．それ以外の構造は，6（κ）やe（κ）の
変動の形態や，ム（κ）を特徴づける曲率ρ（κ），探率τ（κ）等の形態によって無数に与えることが
できよう．その他の構造の存在は，次の例が示すように理論的あるいは経験的た回帰曲線を基
準にして考えられる．例えば，所得分布として，ある国，ある時期には適合性が高いといわれ
るアモローゾー分布（一般化ガンマ分布）の回帰関数は，
（2．ユ9） 舳一（！－／乃）舳「（緒o肋）…（一割・（÷・ポ，剖
であり，一般的には（2．6）式も（2．14）式も満さたい（上掲書，（99）式（P．167）参照）．又，Wo1d
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（（1953），PP．107－108）によるとT6mqvist需要関数系はフィンランドやスウェーデンで，ある
時期，高い適合性を示したのであるが，それは所得をκ，特定商品に対する需要をμツ■λとすれ
ば，
 （1）必需品に対して：
                       κ（220）      μツー兀＝々       β＞0                      κ十β
 （2）やや賛沢品に対して：
 （221）            μツー、＝々κIκo   κ。〉O， β＞一κ。
                   κ十β
 （3）’賛沢品に対して：
（222）    μツー、＝ακκ一灼 α＞0，κ。＞O，β＞一κ。                 κ十β
 （4）劣等品に対して：
（223）      μツI、＝々κ  μ、」、＝ハニ坦                   κ一β’    ’   κ一β
であった．但し，（2．23）式のそれぞれに対しでん＞β＞O及びκ＞β＞κ。とすることができる．
従って，この場合も（2．6）及び（2．14）式は満されたい．
 しかしながら，多種の集団構造の存在を追跡することは，本稿の主たる目的ではない．次節
においては，定弾力性構造に焦点を絞って，相対ベクトノレ積率の記述力を追求することにする．
 3．集団構造に対する集中統計量の記述性
 集中統計量が，第2節定義1，2で規定したようだ集団構造の記述に適していることは，その
構成要素とたるベクトル積率自体が，次のように回帰関数によって基本的に規定されているか
らである．すなわち，
        ∠・一∫二∫二／…（κ・一κ・）／κ1κ2ル1）ル・）舳・，
                     μツlX1 μツ1灼
（・．1） ∠・1一∫二∫二／…（κ・一κ1）／（μル、一μ州）ル1）ル・）舳κ・，
        ∠1・一∫二∫二1地111ル1）ハ（κ・）舳・
及び
（3．2）
∠・F∫二∫二1…（ツ11・）／μ舳μ舳ル1）ル・）め1め・，
             y1  ツ2
∠・1一∫二∫二1ツr・・1他1）力（ツ・）州ル，
∠・・一∫二∫二／…（・・一ツ・）1（μ・1バμル、）ル1）ル・）舳・
であり，又，
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                             1   1  1
（・．・）ムッー∫二∫二∫二∫二／…（κ1一κ。）ll…（・。一ツ。）／κ1μ一一篶κ。
                            μ刈川  一〕ノ2 ツ3
         ハ（κ1）ハ（ツ。）∫（κ，ツ）aκ1ay。励み
と表現されるからである．
 従って，（3．1），（3．2）及び（3．3）式によって，
                 ∠1。   ∠11   ∠1。．              G＝1。＝   G1。＝  G、。＝  ，                2μκμツ’      2μツ’      2μx
                 ∠。。   ∠。1   ∠。。． （34）           G20二     G21＝    G22＝   ，                2μ九μツ’     2μツ’     2μπ
                 ムツ              G〃＝                 4μ。μツ
と規定される相対的ベクトル積率についても同様な機能が予想される．
 実際に，定義1の集団構造に対して（3．1）一（3．3）式によって構成される集中統計量が記述力を
もっていることは，既に（I）に示された通りである．本稿においては，定義2の非線形集団構
造に対して，（3．4）式によって構成される集中統計量が適していることを示すのが目的である．
 定義2の定弾力性構造を示す典型的た分布として，多変量の所得分布を挙げることができる．
この集団構造をもつ所得分布は，理論的にはジブラ分布とパレート分布によって代表されると
いってよい．両者は共に（2．14）式のパターンを示し，又，κ及びツを対数変換すると，（2．6）式
のバターンを取ることにおいて共通している．
 しかしながら，今，（2．12）式で定義したツのκに関する弾力性係数をηIとし，対数線形回帰
係数をβ1とした時，ジブラ分布が
 （3．5）                          η1＝β｛
を満すのに対して，パレート分布においては叶般に，
 （3．6）                          η1‡β丑
となる点において対立している．
 もし，（3．5）式が成立する場合は，北欧学派やインド学派が行った従来通りの方式に従って，η1
の測定を，本来的に線形回帰に属するβ1の測定で代替することができる．それに対して，（3．6）
式の関係が一般的である場合は，本格的た非線形構造としてη1の固有の測定方式を考案せねば
ならたい．従って，当初は両者を個別に解析することが必要であろうID
 （1） ジブラ所得分布の集中解析（田口（1984），PP．161－166参照）：
 κ，ツに関する二変量のジブラ分布！（κ，y）を
               1 （37）  ∫（κ，y）＝一            2πσ、σツ戸
・…
m一2（1土ρ・）／（Io9言μxL2ρ（1o9κ一1三1109ジん）
・（109f）／l，
κ≧0，ツ≧0，一∞＜μx，μツ＜○o，σκ≧O，σツ≧0，一！≦ρ≦1
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とする．ここで，σ呈，σ3及びρはそれぞれ1ogκ，1ogツの分散及びその間の相関係数を表わす．
又，この分布におけるツのκに関する回帰関数は
            μツ1・一γ1／η1；ハー…／μゾμ・ρ音・÷（1一ρ・）σl／
 （3．8）
               σツ            η1＝ρ               σκ
である．一方，1ogyの1ogκに関する線形回帰は
 （3．9）            E（1ogγl X＝κ）＝μツ十ρ五（1ogκ一μ、）
                            σπ
となる．従って，この分布においては，
                          σx（3．10）             η1＝ρ
                          σツ
がyのκに関する弾力性係数であり，それは同時に対数線形回帰係数β1を与えている．
 一方，（3．7）式に関する相対ベクトル積率は，正規分布の標準形0（κ）を用いて次の諸式で表
現される．すなわち，
              G1。＝2の／（η1－1）σ、／刀／－1，η、＝ρσツ
 （3．11）                                             σx
              G11＝1－2の（ρσツ／刀），  G12＝2の（σx／刀）一1
              G、。＝2の1（η、一1）σツ／刀1－1；η2＝ρ五
 （3．12）                                                 σツ
              G＝21＝2の（σツ／刀）一1，  G22＝1－2の（ρσx／刀）
（Taguchi（1988a），P．318参照）＊及び
（3．13） ・。一∫二の（・一ρσ一）の（ρ・／η）m（にσツ）
   ・∫二の（・一ρσ／）の（ρ・／π）舳一σ・）
   ・÷1∫1の（（ρ・一σ・）／肩）・（ザσツ）舳
      ・∫1の（（ρにσツ）／好）の（・一σ・）・・（・）／
   一÷／∫1⑫（ρ（・一の）／々）舳一！σ・）舳）
      ・∫1の（ρ（・一σ・）／肩）の（・一ρσπ）舳）／
   一∫二の（（ρ・一σツ）／肩）の（・）・・（・一σκ）
   一∫二の（（ρ・一σ・）／肩）の（・）・の（・一σ1）
 1           1＋TlG・十G11＋G1・／＋τ／G・・十G・1＋G・・｝
＃”はスケールパラメータに当たるので，その近似値はκ，yに関する集中曲面の特性によっては直接
         ”  ／η ηI 得られない、γは君ル／月篶によって近似される．
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である（上掲書，P．325参照）．
 さて，（3．11）一（3．13）式の相対ベクトル積率から，データ解析上，有効た統計量を構成しよう
とする場合に，我々は次のような経験的事実を無視することができない．すなわち，
 （i）家計簿統計や法人企業統計等の経済統計に関するデータ解析においては，1ρ1は勿論
  であるが，σκ，σツや1β11，1β・1についても，その多くは1．5より小なる値を示すこと．
 （ii） もしそれらが1．5を越える場合も，2を越える例は極めて稀であること．
である．我々のこれまでのかなり長期にわたる解析例においても，特に（ii）の例は極めて少
なかった（これに関しては，又，後に独立したデータ解析を示す予定である）．以上のことは諸
外国においても同様と思われる．例えばAitchis㎝andBrown（1957）において，σ。はすべて
1以下として扱われていることは注目に値する．従って，以下においては，当初，
 （3．14）           σλ，σツ＜1
及び
 （3．15）                        1η1－！1σκ， 1η2－11σツ＜1
と仮定する．この時，（3．1！）式は0（κ）の原点におけるマクローリン展開
                 。。の〔η）（O） 1 κ  κ3 （316）       0（κ）＝の（0）十Σ     κ”＝一十   一   十0（κ4）                 η一1 m！  2 冴  6冊
によって次のように表現される．すなわち，
（3．17）
G1。一ηr1σ、一（ηr1）3σ呈十0（σ皇）
   石    12方
         3 3G1、＝一ρ σツ十ρσツ 十0（σ呈）
    石  12石
   ユ   σ呈G・・＝ﾎσ11。冴十〇（σ圭）
・・…ユ1・・1・一η’（?黶jσ呈・・（（σ宇）2）
及び
（3．18）
G2。一η・一1σツーη・一1）3σ3．0（、呈）
   冴    12石
   1   σ3G・1＝ﾎσツーP2石十0（σ隻）
         3 3G2、＝一」2一σ、十ρσx＋0（σ差）
    冴   12方
㌫・α1・ω一価（` 号）あ・・（（σ号6γ）
が成立する．
 （3．13）式については，若干複雑であり，その第一項について考える時，まず②（o一ρσ。）及び
0（グσツ）等をvについてテイラー展開せねばならない．今，σκ，σツ等が十分小であるとすれ
ば，第一項の積分は
（3．19） ∫1の（に吻）の（后）舳一の）
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一∫1の（・）の（古）・叶肌∫1舳（★）舳
一の∫1舳（★）舳・・ρ打川の（★）舳
・！肌∫1州・（★）の”（・）・・
・亨∫1舳（★）舳…（戸3）
で表わされる．第二項以下についても同様た展開を行うと，相殺項が生じて，結局，G〃は，
（・…）・・一一／（1・・の）∫1の’（・）の（★）舳）
        ・1号∫1・’（★）の（・）舳）
        ・与（ll・ポ）∫1・”（・）の（右）・・（・）
        ・・／舳∫1・（★）舳）の”（・）・・
        ・÷（ll・ポ）∫1舳（合）の”（・）・・
        一÷岩∫1の”（★）の（・）舳
        一升∫1・’（★）の（・）・”（・）・・
        一σ宇∫1・（右）舳”（・）・・
        ・÷［一岩∫1・’（★）の（・）・の（・）
           一（心・仇）∫1の（★）舳の（・）
           ・ρ㍗）∫1の’（★）舳の（・）
           ・／（㌫・の）∫1の（★）舳の（・）
           ・÷嵜∫1・”（合）・（・）州
           ・粁∫1の’（右）舳の（・）
           ・宇∫1の（★）の”（・）・の（・）
           一÷ρ2午）∫1・”（★）の（・）m（・）
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一2｡∫1・’（合）舳の（・）
一㌢（11・ll）∫1の（★）の”（・）・の（・）1
・・（！平3）
となる（計算の詳細は，田口（1988b）参照）．上式においての”（m）を含む項は相殺されるから，
                    一X2∫2                     －X2－2 （321）            0’（m）＝e  ，  0”（κ）二κe
                    冴   1  疵
を考慮して，更に，原点におけるマクローリン展開（3．16）式を用いて整理すると，G〃は終局
的に，
（3．22） ㌫一 Q書1片肌・・（戸3）
とたる．
 以上，（3．17），（3．18）及び（3．22）式の諸結果から，少なくともσ。及びσツが十分小である時，
我々は次のような近似的結果が得られると予想できるのである．すなわち，
                    σx      σユ・ （3．23）         G1。≒一，G。ユ≒                    石    冴
                   G11  G。。． （324）                 ＿     ＿   ＝ρ                   G．1’ G1。’
                   Gユ1   G1。．                 ■G1、・ 1＋G1、二β｛
 （3．25）
                   G。。   G。。．                 ■G，1，1＋G，1＝β；
及び
               土也G、ツ≒φ（1一ρ・）一G，1（1一ρ・）
               3G12   π （3．26）              。               ⊥G1・G、ユー里（1一ρ・）一G1、（1一ρ・）
               3G．1 ’’π
である．
 一方，β1‡1の時は，
 （3．27）          G、。十G11＋G1。≠0
が近似的に得られる．
 （3．23）一（3．27）式の左辺に示される諸式は，いずれも相対ベクトル積率に基づく集中統計量で
あって，それらの役割は右辺に示される諸パラメータのもつ意義によって明らかである．
因みに，（…）式における・（戸3）の歎，の，llに対してどの程度の制約を与える
かを正確に決定する上で重要た役割をもつが，その計算量は少なくたい．
 しかし，図1（d）に示す諸グラフから，σπ，σパこ対する制約はそれ程厳しくないことが理解
150 統計数理 第36巻 第2号 1988
012
1．00
O，80
O．60
0．40
0．20
0・ρ0
 0．00
σx＝0．5
σκ＝1．0
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一0120
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         （b） 非線形相関係数
図1 ジブラ分布における各種の集中統計量と対数線形諸係数との比較
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ρ＝1．0
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π
図1．（d）（続き）
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されよう．
 （2）Mardiaの第二種二変量パレート分布の解析：
κ，yに関するMardiaの第二種パレート分布∫（κ，ツ；a，ろ，力，σ，α）を，
（・…） ル，川，け1，α）一（1考）、ツ［（号）力（÷）1Iパ’一α〕
153
・ム［2『舳｛1o9（料｛1o9（州｝］」，
                        κ＞α＞0，〕ノ＞ろ＞0，力＞O，σ＞0，0≦α≦1
とする．この時，1／力2，1／σ2及びαは，それぞれ1ogκ，1ogyの分散及び1ogκ，1ogy間の相関
係数を表わす．
 又，この分布において，yのκに関する回帰関数は，
（・…）   んF、．竹、（舌）η’，11一、千十、
である．一方，1ogyの1ogκに関する線形回帰は
（3．30）   E（1．9γlX一κ）一1．9ろ十β1（1。。κ一1．9α）；β1＝α五
                                   σ
である．従って，この場合，弾力性係数η1と，対数線形回帰係数β1は，α＝1の場合を除き，一
般に，一致しない．
 さて，（3．28）式に関するベクトル積率は，田口（1983．1984）の解析にみられるように，
 （3．31）           力＞1，σ＞1
の時に存在する．又，この時，κのツに関する回帰関数は，
（・…）   μ〃一片、、（青）η2，伽㍉乎十、
であることを考察すると，
                   2（力一1）   ηrl                G＝1。二     一1二                  2力一ユーηユ     2力一1一η1
（333）      G11＝一 α                   2（σ一1）十α
                    1                G1。＝                  2力一1
及び
                   2（σ一1）   η。一1                G。。＝     一1＝                  2σ一1一η2     2σ一1一η2
                    1 （3，34）        G。、＝                  2σ一1
                      α        G。。＝一                   2（力一1）十α
が得られる．更に，
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  （力一1＋α）（σ一1＋α）
十
｛2（力一1）十α｝12（σ一1）十α／一α（力一1）（α一1）
     （力一1）（σ一1＋α）
十
2力（ザ1＋α）十（2一α）｛（力一1）（α一1）一α｝
      （σ一1）（力一1＋α）
十
2α（卜1＋α）十（2一α）1（力一1）（α一1）一α1
     一切十カ十σ
（2力一1）（2σ一1）一α（力一1）（α一1）
一÷／（2｛汽皐1）、  α     1      ＋2（α一1）十α 2力一！
              ・（2、射竺尚！1）、2（力．舌）十、・2、≒1／
を得ることができる（Taguchi（1988a），P．3！8及びP．324参照）．
 以上のようだ各種の相対ベクトル積率に基づいて各種の集中統計量を構成し，ジブラ分布の
場合と同様た解析を試みることにしよう．この時，1／力，1／αが十分小であれば，従って，G。。（＝
Gκ）及びG。ユ（＝G。）が十分小であれば，二項展開法を反復適用することによって，容易に次式
が得られる．すたわち，
        G，1      一  ＝α｛1＋（1一α）G21＋（1一α）2G妻1＋0（G婁、）｝，        G21
一暮11－11／l・η寿1・η’（折1）・ηぞ（ξ主；1）・・（α・）／
（3．36）
   ＝η1｛1＋（η1－1）G12＋（η1－1）2G…2＋（η1－1）3G書2＋0（G手2）｝，
  G1o1＋   ＝η1｛1＋（ηI－1）G12＋ηI（η1－1）G書2＋η歪（η1－1）0言2＋0（Gま2）｝，  G12
G1o＋011＋G12＝G1。η、（η1－1）｛G言。十（2ηユー1）G言2＋0（G壬2）｝，
G、。十G11＋G1。        ＝η1（η1－1）｛1＋（2ηユー1）G12｝十0（G葦。）   G言。
及び
G．1  ＝α｛！＋（1一α）G12＋（1一α2）G…2＋0（G言2）｝，
G、。
一暮：：一1・／1・η毒1・η2（1声1）・η多（ll；1）・・（α1）／
          ＝η。｛1＋（η2－1）G2。十（η2－1）2G…、十（η2－1）3G婁1＋0（G隻1）｝，
 （3．37）
        G．0      1＋   ＝η2｛1＋（η2－1）十η2（η2－1）G妻1＋η婁（η2－！）G妻。十0（G隻1）｝，        G21
      G20＋G21＋G22＝021η2（η2－1）｛G妻1＋（2η2－1）（；＝妻1＋0（G隻1）｝，
       G2。十G。、十G。。               ＝η2（η2－1）｛1＋（2η2－1）G21｝十0（G董1）          G妻1
が成立する．
 一方，（3．35）式に関しては，その各項の分子，分母を力，oで約分して，
                   （1一（1一α）／α）（1一（！一α）／σ）（3・38） G〃＝1（1一（2一α）／2力）（ユー（2一α）／2α）一α（1－1／力）（1－／σ）
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図2．パレート分布における各種の集中統計量と対数線形諸係数との比較
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2（1一（1一α）／力）十（2一α）／（1－1／力）（1－1／σ）一α／切／
      －1＋1／力十1／σ
4（1－1／2力）（1－1／2σ）一α（1－1／力）（1－1／σ）
一÷／2（1竺鉄冷1蝪＾力r2（1一給十、／、
    1＋ 2力（1－1／2力）
  （α／力）（1－1／σ）一（1／σ）（1－1／力）
十 2（1－1／2σ）（1－1／力）十（α／力）（1－1／0）
2（1．協十、／力・2、（1三、／2、）／
とすることができる．ここでκ，ツに関する対数分散1／力2，1／σ2が十分小であれば，分子，分母
における二項形式を展開することにより，終局的に，
（3．39） ・一一 i1三㍊、／l…α一・α・・α・／・・／（力I1寺σ■’）3／
が得られる（計算の詳細は，田口（1988b）参照）．従って，αがさほど大てたい場合は近似式と
して，
                     3（1一α2）1 （3．40）           G〃≒                       16  〃
を用いることができる．更に，力，σが十分大であれば
                     3（1一α2） （3．41）          G〃＝   GκGツ             4
を近似式とすることができる．これによって，又，
（342）      ⊥らG、ツー（1一α・）G3
                  3Gλ
は回帰残差の相対的尺度を与えることになる．以上の諸結果の近似精度は図2の各グラフの示
す通りである．
 4．非線形構造を記述する集中統計量のシステム
 第3節において，当初，一般的観点の下で，相対ベクトル積率が，集団構造の記述の上で適
切であることを示した．次いで，非線形構造をもつ代表的分布について，相対ベクトル積率に
よって構成される一定の形式の集中統計量が，その分布のパラメータや基本的な対数線形構造
指標のよい近似を与えることを示した．
 その近似精度は，対象とする分布の対数分散に依存し，それらが1を越えたいという制約を
加えるものであったが，実際にはどの程度の精度が制約外で保たれるかを図3に示す．
 一般的に，対数変換を加えた前編（I）の線形構造諸指標が，常によき非線形構造諸指標を与
えるとはいえないことは，既に述べた通りである．しかしながら，これらの指標が，たんらか
の程度において非線形構造を反映していることも歪めたい事実であろう．従って，より適切な
非線形構造の記述系が存在するとすれば，それは上述の対数線形構造諸指標と，ある程度の相
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表1．非線形構造に対するベクトル積率の記述統計量
集団構造に対する機能集中統計量の種類
一般的性格 事例的性格
（1）G1。＝C尤，G．1：0ツ 非線形散布度を与える． ジブラ係数σ。，σツ及びパレート係数
力，αによってそれぞれ，σエ／石，σツ／
万及び1／（2力一1），！／（2α一1）と表
わされる．
（2）一011／G．1，一0。。／01。非線形相関係数を与える． ジブラ分布及びパレート分布に対し，
（相互依存係数） 対数線形相関係数ρ，αに近似的に等
しい．
（3）一GI1／G1。，一G。。／G。、弾力性係数η1，η・の第一種近似値を
与える． ジブラ分布及びパレート分布に対
（4）！＋Gl。ノG1。，1＋G。。／G。、弾力性係数η1，η・の第二種近似値を し，その弾力性係数幸よく近似す
与える． る．
  4（5）一G〃  3
二変量の相対的散布度を与える．
（。）五ムG、ツ⊥血G、ツ  3Cπ  ’3Gツ 定弾力性回帰残差の相対的尺度を与 ジブラ分布に対し，
える． 五ム0北ツーσ二・（11・・）／π月・・／43 GI
≒G争（11’2）．
パレート分布に対しても近似的に（1
一α客）G隻となる、つまりGエが十分小
ならば，共に対数線形回帰残差にほぼ
比例する．
  4 0〃（7）一
@ 30工ら
相対的多様性又は不確実性指標を与 （x，γ）の正値分布に対しては
える．
（相対的多様性又は不確実性係数） 0≦G〃≦1
（8） G1。十G1。十Gl。≠O 非線形回帰条件を与える．
（9）一（G1。十G11＋G、。）／G言。弾力性指標を与える．
η1＞1の時       （9）〈OoηI：0及び1の時    （9）＝00＜η1＜！の時     （9）〉O
関関係，あるいは近似的比例的関係を成立させるであろう．その意味で第3節の（3．23）一（3．27）
式の左辺に示す諸集中統計量は，図1及び3に照しても，非線形構造の自律した記述系を形成
するように思われる．勿論，このシステムの有効範囲の確定については，今後更に多くの理論
的及び経験的た検討を重ねる必要がある．従って，表1に示す結果は，本稿の諸検討の集積で
あると共に，今後の検討のための一つの予想でもある．この表は前編（I）の表3と，ほぼ完全
た対応を示している．
 しかしたがら，我々は，非線形構造に関する一つの自律した記述系を呈示するのみで満足す
る訳ではたい．この記述系が，従来の対数変換記述系よりも優れていることを指摘せねばたら
ない．そのことを吟味する一つの基準は，定弾力性構造にあると我々は考える．又，その素材
としては，（3．6）式の条件を清している点で第3節，（2）で扱ったパレート分布が適切であると
思われる．
                                  G1。 つまり，この場合は，新しい記述系による弾力性係数の第一種近似一  が，従来の記述系                                  Gユ。
による弾力性係数β1に比較して，より真の弾性値η、＝ ψ  に接近しているかどうかに
                          σ一1＋α
よって直接有効性が決定されるからである．その結果は図4に示す通りであり，ほぼ期待に応
えるものといえそうである．
 以上によって，弾力性係数に焦点を絞る限り，我々は相対的ベクトノレ積率を基準とした表1の
集中多様体と集中解析のシステム（n） 16！
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（a） ジブラ分布における回帰係数の適合
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記述系に非線形構造解析上の意義を認めざるを得たい．この記述系は構造統計表の利用に則し
たものであり，対数変換による精度の低下を防ぐことにもたる．図4は更に，η、に対する第一種
   G、、           G1。近似一  は，その第二種近似1＋  より，一般的に精度が高いことを示している．   G、。           G1。
 5．結び
 非線形構造の解析を，特に弾力性係数の測定に焦点を絞って行う時，統計的集団解析は，数
理・計量経済学に直結し，係数測定法はその境界領域に置かれる．この測定の精度が，直接経
済計画に影響することは，既に序論で述べたように，歴史が物語っている．
 弾力性係数の測定法ρ揮否は，又，測定資料の性格に依存しており，測定結果は経験的観点
からも吟味される．従って，いずれの方法が妥当であるかは，更に，既存データに照して十分
に検討されねばたらない．勿論，その際に，定弾力性構造モデルそのものが，所得分布モデノレ
と共に，その適否を吟味されねばたらない．このことは次稿に主題として取り上げられるべき
である．
 さて，相対ベクトル積率の計算は，（3．4）式の定義によると，一見ベクトル積率の計算よりも
複雑にみえる．しかし，その計算は前編（I）の表1，2で与えた構造統計表に対して，通常のベ
クトル積率計算を加えることに他たらない．このことは裏を返すと，構造統計表の作製のため
にパーセンテージを取るという統計作業が，非線形構造の解析上，重要な意味をもつことを示
している．
 その単純な計算手続きは第4節で述べたように，対数を取るという複雑た操作と，同等，若
しくはより効果的である．
 集中解析のシステムは，経験的な統計手法に則して形成されたものであるが，その確立は逆
に構造統計表の構成（階層分点の確定等）に理論的根拠を与えることができる．それは一方で
はシェア分布の本質的役割を解明するものであり，他方においては官庁統計表に新たな活路を
拓くことにたる．それは統計学が確率論から脱皮し，独立した帰納的方向を迫ることを指示す
るように思われる．
 結論として，ローレンツ曲線や，ジー二係数及びその発展形式としての集中曲面や集中解析
法は，本質的にシェアの機能を通して非線形構造を解析するための統計手法であり，又，その
ための統計指標を与えることができる．’
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On the Concentration Manifo1d and the System of Concentration Analysis（II）
                 一Non Linear Concentration Statistics－
                            Tokio Taguchi
                   （The Institute of Statistica1Mathematics）
    Succeeding the part（I）of this tit1e，the author suggests some new fundamenta1
statistics，ca11ed‘re1ative vector product moments’denoted by G1o，G11，G12；G20，G2ユ，
G＝22；G〃，etc．（see the formu1ae（3．2））．
    He points out that these moments give us a simi1ar system ofdescriptive statistics（see
Tab1e1）to the system produced by the‘vector product moment’．
    The new system is essentia11y non1inear and it approximates the same kind of systems
produced by1ogarithmic sca1ar and vector product moments．As theoretica1examp1es，he
ana1yses Gibrat and Pareto income distributions．Furthermore，some practica1examp1es
of ana1ysis of empirica1economic data are exhibited．
Key words：Non linear concentration statistics，Te1ative vector product moments，descriptive
statistics，non linear，Gibrat and Pareto income distributions、
